Mr ABIDI Farid EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES 4 A

Exercice 1l

-1

1) Ondonne :f(2) = 22+3)

Ecrire sous forme algébrique les nombres suivaritd=i) et f (&i )
2) Ecrire sous forme algébriqug2+i)® + (1- 2 )*

3) Résoudre dans I'ensemble des nombres complexégjuations suivantes :
a) 3z-i)>-3g-2BF (— Dg+i)
b) Z2-2z+17= 0
C)z—-2Z=9+ 2
z-1+2
z-i

4) Pour tout nombre complexg#i On pose Z =

a) Déterminer 'ensemble des poiis(z) pour lesqueldM '(Z) appartient a I'axe des réels.

b) Déterminer I'ensemble des poif(z) pour lesqueld/ '(Z) appartient a I'axe des imaginaires.

Exercice 2

Le plan complexe est rapporté a un repere ortho&o(@ U;V) (unité graphique :4 cm)

On appelle A,B et C les points d'affixes respectiae?i ; b=1et c=%+i§ :

On note | le milieu de[A’B],J celui de [B'C],K celde [C'A]

On considere I'application f du plan, qui a toutrpdv d’affixe z, associe le point M’ d’affixe zet

que z':1+i2\/§’z.

1) a) Déterminer les affixea',b'et ¢ des points A’,B’,C’ images des points A,B et C par
b) Déterminer les affixes des points 1,J,K.

2) Calculer les affixes des vecteurﬁ; IK et KJ .

3) Montrer que le triangle IJK est équilatéral.

4) Soit  'ensemble des points M d'affixes z tels que-2i[=2.
a) Déterminer et construire 'ensemble E

b) Déterminer et construire I'image £le & par I'application f.
c) Donner une équation cartésienne dg E’
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Mr ABIDI Farid EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES 4 A

Exercice 3

—

Le plan complexe est rapporté a un repére othonodinéct (Ot V ).

1) Résoudre dans I'équation (1) : é % Z.

On donnera le module et un argument de chagud@ulut

2) Résoudre daris I'équation (2) : é;_%:i .

On donnera la solution sous forme algébrique.
3) Soit M,A et B les points d’'affixes respectives 1 et 2.

On suppose que M est distinct des points A et B.

a) Interpréter le module et u argumentzﬁ_% :

b) Retrouver géométriquement la solution de |'dipna(2).

3)a) Montrer, a I'aide d’une interprétation géonugte, que toute solution de I'équation dans

(é%%) =i , ou n désigne un entier naturel non nul, a pom'epaéelle%

b) Résoudre alors daigsl’équation (3) : (Z %)2 i . On cherchera les solutions sous forme
algébrique.

Exercice 4

1) Ecrire les nombres complexes suivants sous forig@nomeétrique :
z=i ; z=14 ; z=i—-vJ3; z_i( '),z: o _Lti ;z:@)dl
/3 | 1+i3 1-i

2) Déterminer et construire graphiqguement I'ensendlels points M d’affixe z tels que :

a)arg (z+ 1)yv2 (2m) .

b)arg (3i-z)=0 (@) .

c) arg ((1+1i) z + 1)t (2m).
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Mr ABIDI Farid EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES 4 A

Exercice 5

On donne les nombres complexes suivants :

z1=5J2(1 +i) et 3=-5(1 + iW3).

1) Déterminer le module et un argument des nombreplex®s : z, 2, 21, zi
1

2) Soit Z le nombre complexe tel queZz z.

Ecrire Z sous forme algébrique , puigssforme trigonométrique.

137

3) Deéduisez-en les valeurs exactes del%%() et sin(=>%").

12

Exercice 6

b)
c)
d)

Soit ABC un triangle, | le milieu de [BC] et D latycentre des points (A ;-1)(B ;2)(C ;2).

Exprimerﬁ en fonction deAl . Placer le point D sur la figure.
Déterminer 'ensemble (E) des points M du plan ¢gls :

H—M—A+ 2MB + ZM—CH = HMA+ MB + MC

Justifier que cet ensemble contient le point .

L e plan (P) est ici rapporté a un repere orthogodirect ¢,u,V). Dans cette question A est le
point d’affixe 1, B celui d’affixe 2i. L'affixe d&C est notée z.

Que représente géometriquem Z_Z_I et ar Z_Z_I ?
1-2i 1-2i

Dans toute la suite, on désigne pate réel de Jr,0] tel quecosa =i. Le point C est défini

V10

par : (ﬁ%) =qa etparBC = \/%BA.

Calculer la valeur exacte dena .

Démontrer quei_—zz_I :1_—53I ; en déduire z, et placer C.
- 2i

Vérifier que le triangle ABC est isocéle en A.
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Mr ABIDI Farid EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES 4 A

Exercice 7

A tout nombre complex& = X+iy ou x désigne la partie réelle et y la partie image de z, on associe le
nombre complexd (z) = €’ (cos@rx )+i singzx )).

1) Déterminer et placer dans le plan complexe rdwmi repére orthonormal dire€o; U; V), les points
d’affixes f(0),f (), f (-1),f A+i) etf (&i)

2) Pour tout nombre complexa= x+iy , démontrer quef (z) est non nul, puis déterminer en fonctiorxde
et dey le module et un argument d€z) .

L} L} T f Z
3) a) Démontrer que pour tous les nombres complexesz' : f(z+2)=1(2)f(z) etf @~z ):%
b) Démontrer que pour tout entier relatif n, pmut nombre complexe, f(nz) =(f(2)".
4) Soit A le point du plan d’affixav=1+i. B, C et D les points d’affixes respectives—w et —w.

X <1

a) Déterminer 'ensemble L des points du plan dlaffixe z=x+iy vérifie{| | 1
y =
puis déterminer I'ensemble des points du plan iXafff (z), ou z est I'affixe d’'un élément de L.

X <1
b) Déterminer I'ensemble K des points du plan daffixe z=Xx+iy vérifie{: || 1
V| <

puis déterminer I'ensemble des points du plan iXeff (z) , ou z est I'affixe d’'un élément de K.
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Mr ABIDI Farid EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

4 A

Exercice 8

z et ' sont deux nombres complexes et on pase,z) € ZZ'+72z".
Z etZ 'désignent les conjugués respectifz dez et -

Le plan est muni d'un repere orthonormé directitéugraphique 2 cm).

.2
1. Calcler 1 ¢(,3) (1 2-2i )p (i~ 3 R e )
Montrer que pour tout couple (z, ) le nomigre z , s) réel.

2.a)Onpose =x +iy et=x +iy X;y,X,Yy, ~réels.
Calculerg ¢ z)en fonctiondex x y y .
b) Déterminer 'ensembl@  des poiMs affike z tels quep £ i )= Z 2.
Dessiner Ddanslerepe® @ V ; ).

3.a)Onpose=re’ e=r €’ & & 'réals, retééls positfs.
Calculerg € z ") en fonctionde r, “et cs@ - ).

b) Exprimerg ¢ z ) en fonction de .

Déterminer l'ensemblé  des points M d'afiixe tpls¢ ¢ z )= 2.
Dessiner C dans le repe@ @ V),

Que peut-on dire de la position relative de C &t Justifier la réponse.
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Mr ABIDI Farid EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES 4 A

Exercice9 . Les parties A et B sont indépendantes.

On considére 1’équation (E) : z° — (4 +i)z2 + (7 + i)z — 4 = 0 ou z désigne un nombre complexe.
Partie A :
1. a. ' Montrer que (E) admet une solution réelle, notée z;.
b. Déterminer les deux nombres complexes o et B tels que, pour tout nombre complexe z, on ait :

c. 23—(4+i)22+(7+i)z—4=(z—zl)(z—2—2i)(ocz+B)

2. Résoudre (E)

Partie B :

Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct ( O;  ; V), on considére les trois points A, B et C d’affixes
respectivesa=1,b=2+21i etc=1-1.

1. Représenter A, B et C.

2. a. On considére les points M et M’ d’affixes respectives z et z’.
_) _) —_—
Montrer que les vecteurs OM et OM’ sont orthogonaux si et seulement si Re (Z’ z ) =0.

b. En déduire la nature du triangle OBC.

3. Que représente la droite (OA) pour le triangle OBC ? Justifier votre affirmation.

4. Déterminer la valeur du complexe d tel que le complexe €=

ait pour module 1 et pour argument — sy

5. On note D le point d’affixe d : quelle est la nature du quadrilatére OCDB ?
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Mr ABIDI Farid Correction des exercices sur les nombres complexes

4 A

Exercice 1

£
f(Z)_z(z+3)

(1-i)?-1 1-2-+1__ (EPR)3i5) 7 i
(1- )(1—|+3) 4-i-#-1 (3B)3i5) 34 34

1)f (1-i)=

2

-~ _z7-1_ 72-1_ 72-1 _( 3-1)_+—
f()==m—= - —( j— @
2(z+3) A #3) £ #3) \z(z+3)

11
Donc f (I+i )= f(1—| )——+?4|

2u=(2+iY+(@-2)P=8+12-6-i+ + b— 12 i8=- 9i2
3a)3z-i)-3¢-223F (- 1t+ 1)} 2- - ixZ=F 12 B 9
o 2(4-4))=-10-3 - z=0"2_"52__1GB)# )_3 7
4-4i 2(1-i) 2 () ) 4 4
b)z*-2z+17= 0= A= 4 6& - 64 (8
L'égquationadmet deux solutions complexes conjuguées:
4-8

21—7—2 4i z,=7=2+4i

C) z— 2z= 9+ 2i Pour résoudre cette équation on pasex+ iy 2= ,x iy

2-22=9+2ie —x+ 3y=H A= x=-9et y=:—23 d'oll = - 9—2 i

z-1+2i

4)Z = :
z-i

avec z iOnposez »x iy etZ= X iY

a) Ensemble des points M(z) pour lesquels Le pdi() appartient a l'axe degels (E1)

1°° méthode: On exprime X,Y en fonction de x ety
X+iy-1+2i _ X-D+iy+2)_ x-D+ify+ 2)>< x—ily-1)
X+iy—i x+i(y—-1) x+i(y-1) x=—i(y—-1)
aprés simplification, on obtient:
X+|Y—X - X+ Y+ y-2 ‘i 3x+ y-1
X"+ (y-1)° X+ (y-1)*

X+iY =

. X2 =X+ Y+ y-2 3x+ y-1
D'ou|Rel = X = et Im Y=—————
¢) X +(y-1)° €7 X+ (y-1)°
3x+y-1

M ' appartient a I'axe des réels signifie quedn¥ ) 6————= = 0x+$§-1=0

X +(y-1)?

Les points M sont donc sur la drolie  d'équationt §—1= 0 privé du point A d'affixe= i

2°™ méthode: utilisation des arguments

M ' appartient a 'axe des réels signifie que Arg{ky¥ avec K1Z
Soit B le point d'affixe, = & R

argZ = arg{z_1+_2ij (21)= arg = ar@ﬂj = a(gz_—z’*j (2m)
z-i z-i z- 7
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Mr ABIDI Farid Correction des exercices sur les nombres complexes 4 A

arg[%j = argg-z, ) arg- g )(Zr )

= (i; AM) - (T; BM) (27)
=(BM:; AM) (27)
d'ou argl F ki = El\ﬁ m F kT = lespointiM A B sont al@s.

(E1) est la droite (AB) privé du point A.
b) Ensemble des points M(z) pour lesquels Le pdi(f) appartient a I'axe des imaginaires (E2)

e X=X+ Y+ y-2 3x+ y-1
1°° méthodel R X = et I Yy=—2 ) —
+—methodg Rt 3 X" +(y-1)° e -y

M'(Z) appartient a I'axe des imagires signifie que R&( 39 0.

2 _ _ 2 2
o x=2 2Xj(y2+1))£ 2=O«:> X=X+ Y+ y-2=0- ( x—%) —:]1'+( yl-—lj S 2=0
X +(y-

(3o go-[ LT
2 2) 2 2 2
5 10

On reconnait I'equation cartésienne dcledr de centre le poim(% ——;j et de rayon ChEry

I\)l(ﬂ

L'ensemble (E2) est le cerdle privé du péint ().
2°™ méthode: utilisation des arguments

M ' appartient a 'axe des imaginaires signifie qugZ :7—27+ krr avec KIZ

Soit B le point d'affixe, = & R

D'aprésdarg Z= arg{z_1+ 2') = ar%z_ Z“j: (BMAM) (2 )

z-i z- 7

argZ = %T+ kit = (ﬁ/i ;m)zl—;+ kr = le triangle AMB est rectangle en M.

Donc I'enemble cherché est le cercle de diamé&® [ ] privpalnt A.

+ i+1-2i
Ce cercle a pour centre le point | milieu du segraB], z = Zn 5 % ! 12 2l :—;——;i

Soitl e ;—%j . On retrouve bien le résultat dgot@miere méthode.

Construction des ensembles de 1

points E1 et E2 0

E1l
Lycée lbn Khaldoun - Radés page 8/ 20




Mr ABIDI Farid

Correction des exercices sur les nombres complexes

4 A

Exercice 2

a) Affixes des pointss B C
1. .43

a=2i b=1 c:§+|7 1 =mil[A'B], J=mi[B'd, K= miC A
M(2)— M'(Z) telque f M F M ' z:1+'2\/§ z
DNF(A)=A"= a.:1+|2\/§a® :1+I2\f3><2i@ a'= —J3+
f(B)=B'- p=1tV8p o 1iVS

2 2
f(C):C'@ C':1+I\/§x _1+|ﬁ - :_1+|\/§

2 2 2 2

b) Affixes des points J K

ZI:a+b:£ —\/§+i+1+|\/73 o ;:1_\/_3+—1i
2 2 2 2 2
z, = b+C_£+|@ ;(:C+a@ Z(:—_1+i1+£3
2 2 2 4 4
2) Affixes des vecteursld TK @
_ V3 _1-V3, L J3,.J31
ZG—ZJ—z@Zﬁ— - Tt e |yt ——
2 2 2 2 2 2
ZR.=;<_Z© ZR=_§£ _1£ ;Zﬁ:;—z.:, L:§+ i:]_+£3
4 2 2 4 K K4 4

3) montrons que IJK est équilatéral

T BB 2 (4
Vo2 2 2 2 2 2

2 4 4 IK
OnadoncZ_. —[—+|£]
IK 2
D'une part Z_‘:‘(lﬂﬁj X Zﬁ‘ = [IK=1J| car|= +|—‘
IK 2 2 1J

dautre part arZ_) = a{{%ﬂﬁ] }_ { +|_j {a) 12 )
- arg(Z ) - ardZ; ) = ar%}*”ﬁj () ; ar%2 \/Zéj_%

arg(ZR)— arg(Zﬁ): G ;TIZ)—(U;ﬁ):(ﬁ;TK) (2m). Ainsi

@ )

—b.——v _]_T
(19 51K) == (2r).
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Mr ABIDI Farid Correction des exercices sur les nombres complexes 4 A

Donc le triangle 1JK a deux c6tés égatxun angle égaleéf , il est équilatéral
Autre méthode: calcul des longueurs: 1J, IK et KJ.
4) Soit E1 l'ensemble des points M d'affixes z ¢els: |z~ 4= 2
a)|z-2|= 2+ |z- z|= 2= ,E est donc le cercle de centretAe rayon 2.
b) SoitE ' Iimage d& par la l'application f :M(=M <=' z =1+|2\/§ z
arg 1+iV3 =27 et L+iVs =1, donc on1+|—\/_3: es

2 3 2 2
dou: |z '= ei5 2 ,c'est I'écriture complexe de la rotatiencentre O et d'angfe;
LimageE, deE estle cercle de centre A'imagéa garf etde méme rayon 2.
Construction :

E
Exercice 3
1) Pour tout nombre complexet 1,
(1)Z;i:z@ Az-1)= 22 2-222=0- (2B+E 0
Z_
= (z-1°-1¥=0= (z-1-i)(z-1+)=0
= |z =1+iouz =1-
|z|=[L+i=v2 , unargument dg e% 72 ).
- T
z,=7,donc | z|=| 4=V 2, etargz=- argg= - 2(0).
o : - . . 2-i .3 1|
2) L'équation (2) est équivalentea= =2z—-( <)z-iz= - = =15 smi—2+—2
=i
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Mr ABIDI Farid Correction des exercices sur les nombres complexes 4 A

3) Soit M,A et B les points d'affixesgpectivesz &t 2.
1z-2| _|z-2 _ BM

a)Iz—1|_|z—11 AM
arg(zz;_ijz argg— 2y argt—- 1)(Z ) a{g?j: m EM ) @ |)
= (G: BM) - (U; AM)
= (AM; BM) (27)
z-2| ., BM
R BM_q BM = AM
b)(Z)@ZZ;_i:i@ z-1 - JAM

= — —— T
arg(zz%f]: argl) (ar) | (AW B =7 (2m)  ((AMIBM)=5 ()

Siz est solution de I'équation (2), le point M ireatgez ,
se trouve sufintersection de la mediatrice du segment [ABEeatercle de diamétre [AB].

M

/N

: : . L -2\" _.
3)a) Soitn un entier naturel non nul,zet une $sotutle I'équation dar@ (Z—j =i

z-1
(Z;Zj = (Z;Zj Propriété des modules
z-1 z-1

z-1 z-1

le point M est sur la mediatrice de [AB], danc Re(§

n

-1

(sz‘ =1- |BM = AM| d'apes la question précédente.

En effet le milieu | de [AB] a pour affixez::ZTJrl:—;’

2
. . : [ z-2 . L .
3)b) D'aprés a) & est solution de Iaqun(—j =i, alorsz s'écrit sous la forme

3,. . )
z=§+ Iy, ouy est un nombre réel.
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Mr ABIDI Farid Correction des exercices sur les nombres complexes 4 A

Exercice4

Ensembles de points et arguments

1) arge+ 1):7—2T (2r). Soit Ale point d'affixe, =- 1

arg(z+ 1)= arge- 3 = U:MA)(@r )
arg(z+ 1):7% (2r)~ @ M)Zl—; (27)

M est sur la dendroite d'origine A exclu et de

vecteur directew .

2) arg(8-z )= 0(2r )» argf £— B)y 0@ )

< argC1+arge- 3F O(Z ) 7+ arg(-z 3 0@ )
- argz-z,)=m(21) = (U;MA)= (1)

M est sur la droite d'origine A excluak vecteur directeuru- 0
3) arg((&+i x+ 1= (2r)

@iz +1= @)+ )= @ i{z+1—;)

arg((@+i g+ 1= arg(ti §z+1—;i)

=arg(l+i )+ arg{z +1—;Ij s 0.5

1-i H0,5
2
arg((+i g + D= 7 (@r)- arg@®i ¥ m(z-3)= (2

arg(l+i ):IZT (27). Soit A le point d'affixe, = -

- D @ MA) = rt2m) - (6 A= (2).
M est sur la demie droite d'origine A éxet de vecteur directeur —( 1;1)

Exercice5

z =5J2(1+i) et z=-5(+ i/ 3).Posons agr 6, 2 )etagd, m2 )

1) Module et arguments des nombres complexes; 2,3,

2)=[sv2@+if= 5/ #i[= 524 2= 10
5v2 _ /2

On a co¥, = snt?———— donc@—— @ ).

2| =|-5@+iv3) = q1+|f$=
5_-1 -5/3 f3

cosg, === et sid,=———=—— doncd, = (27).
10 2 10

- _ 1 1
2]=|2/=10 ; argz=- argz=-2 (z)"Z‘:_:— arg =- amg=-
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Mr ABIDI Farid Correction des exercices sur les nombres complexes 4 A

2) SoitZ le nombre complexe tel QU Z= gz

Z:% d'ou|2|=ﬁ:1. arg Z= arg§= argz—- arg @ )
2m_n

__m _ 7 13t
argZ = 3 4(Zr)argZ o (Zr F T (2r).

On en déduit la forme trigonométriquede | Z:= (c}%zjﬂ (%j

Forme algébrique de Z:

_ -5+ WB)_ -1 i3 -1 @iV 3)@E ) {3/ 3 @V 3)

4 5/20+1) 2 1+1 Y2 (+i)i-i) al2
_-1-43, 1—f3 - —\/_2—f6+i\/_2—fe
22 22 4 4

3) En égalisant les formes algébrique et trigonométriquéatea

, - 2-\6 .J2-V6_ { lelr[lzrj
12

4 4 12
on en déduit que|: C%S_nj = ﬂi ot gHinTj J2-Jq
12 4 12 4

Exercice 6

1)a)ABC est un triangld, le milieu de [B€& D le barycentre des pointA ¢ ; B,2),(C;2)
I le milieu de [BC] = | isobarycentre des poirs ( (@)2).

D le barycentre des pointsA(~; 1B ( ;&L Q)= ~-DA+2DB+2DC=0

D'aprés l'associaticité des barycentres on a, Bussi barycentre des points € ; 1),( ;4)
D'oul la relation - DA+ DI = 0- AD =gﬁ .

—_—  —

b) Soit E I'ensemble desipts M du plan tels queﬂ:—ﬁﬁw N2B+ ﬁéﬂ :‘ MA+ MB+ MQ *

Si G le centre de gravité du triangle ABC, alorsa@®A+ GB+ GC= 0

La relation * devient” ﬁﬁ”z‘

l'ensembd E est la mediatrice du segmed ].Cet ensemisieepaar le point | car si M=bn a

—_ — —

|18+ 218 + 2C| =[iA+ 1B + 1€ - |-7A] =[iA] puisqudB+iC = o.
Par le calcul, on montre que | estidieu de [DG]: d'une part on AG :gﬂ = 1G =‘%ﬁ\

1— 1 _-

D'autre partﬁzgﬁzﬁzéﬁ . d'otlG + 1D =5A+-AT=" 0
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Mr ABIDI Farid Correction des exercices sur |les nombres complexes 4 A

2) Le plan P est rapporté au repére orthonormattdi ;u;v)
A a pour affixez, = 1, B a pour affixgz #2, C a pounadfz

=7 FC

|z—2i|:| z-z |= |z~ 7| _BC
1-2| |z,-2| |2-3 BA

arg(z_gij= arg{zz_ Zsj=ar9(z—ze)— arg(z- 3 ) (ar)

a)
1-2) BA

A

z— Z, est l'affixe du vecteuBC Zz— g estlaffixedu vecteBA
argz-z)-arg(z- g F (*u;_BdQ— (*u;jéA (2r) en utilisant la relation ded&3tes, on olnt:
argz- z,)- arg(z, - z = (BA BQ ().

Donc arg{i_glj: @ﬁ:) (Zr

Soita le réel de } 7 ;0] tel que ccrs:i

J10
. e 2 BC _ [2_+/10
Le point C est défini parBA BC 5a etp@8C=,/|- BA= — =, |- =——
Y parBA BC 3 p \/; BA \5 &5
b) Valeur exacte de sin
ona coda+ siha= + sho= 4 cbg - ginE— -1 éos carasi (a@] - 70]).

D'oll sina:—,/l—i soit| siw=_>19
10 10

c) la forme trigonométrique de tout nombre comptesest:z=|4[ cos(arg 4 i sin(arg] )

Comme Z_Z,I =E: et aréz_—zj = EA' ﬁ: Fa &), alorsz_—z_I s'écrit sous la forme:
1-2| BA 1-2 1-2

Z_Z_I :B—C(cosa+i sinp )= V10 1 —-i— 10 apres simplification, on obtierﬁ:——Z:}—E

1-2 BA 5410 10 2 5

On résoud I'équation d'inconnnei_:—;':% - 7- i:21_—53x ~@i 2)z=— +1

d) AB=[1-2{=+5 ,AC=|z-{=|- ¥ i~ =V 5.
Le triangleABC est isocele en A.
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Exercice 7
A tout nombre complexe= x+ iy

on associe le nombre compldxe € ¢  [cox(+ i) n(8iX)].
1)z=0= x= y= 0= f(0)= & [cos(O¥ isin(OF 1.
z=i- x=0ety=1= f(i)= é[cos(O)+ isin(O)F e. M5 M1

z=-i - x=0ety=-1= f(=i)= &*[cos(O) isn(0)]=¢€™. M M3 M2
z=1+i - x=lety=1= f(1+ i)= €[cosfr }+ isinr ) — e.

z=1-i - x=lety=-1= f(1- i)= €'[cosfr }* isinfr )F - €"

Notons ces pointsl, M, M, M ,etM,

2)Montrons qué £ ) estnonnul:onfaz £ ¥ [cos(+ ) &ix( )]

En utilisant la notation exponentielle d'un nomboenplexe

cos@rx }+i sinfrx )= €™ |, dond £ ) s'écrit ) éx & = ¥"™

Commee® > 0, on edéduit qud £ ) est non nul.

cos@x }+i sinfrx )= €™ est un nombre complexe d'argumemt ( deehodule 1
|f(z)|:‘é’x éf’x‘: éx‘ '@X‘:l, arg( f( 9= arg( Yex "é): ar(; ‘”é):ﬂ Xz ).

f (2) a pour module 1 et pour argumerk(27). | f(2)= € x &

3)Pour cette question, on utilise les propriétémdenction exponentiell&®® = ¢ x & 2—Z= ér éa:( é)n
a) Soitz etz ' deux nombres complexat z= 'X*(x+ YWy )
f(z+2)= & x &9
eV xe' x @ x & = éx Bx ¥Bx B
=/t x @/t (f(z+2)= {(Ix (D)
= f(2)% £(2).
z2-Z=(xX)+ (¥ )
f(z—-2)= &V x 69 = gx B dx &

- ey+in>< % e—y‘—im(' = é/+izr><>< é( y+ i) f(Z— Z') = f(Z)

f(2)

_ ey+i77>< _ f(Z)
e ™ f(Z)
b) Pour tout entier relatif :nz= n X+ iy 3 rxd i iy ),
f(n = & x ™= @~
— en(y+i7TX) = ( ey+i7T><)n f (nz) — ( f( a)n

=(ey>< éﬂX)” =( £(3)"
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4) Soit le nombre complexer= +1 A.B,C, [BtesIpoints d'affixes respectives:
z, = W=1+

z, = W=1-1i

Z.=-w=-1-1i

Z, =-W=-1+i

X <1
a) SoitL I'ensemble des points d'affixke x+iy  qui vér.if% || .
y =

y=1ou y=—1© y=1

¥ <1 {—15xsl {—15 X< 10u{—15 x< 1
V=1 y=-1
Un pointM (,y)J L si ses coordonnées verifi@as deux systemes

. -1<x<1
Le syseme 1 correspond au segmeAd | C B

. -1<x<1
Le systém correspond au segm&g|[ |

L'ensembld. est donc la réunion de ces deux segment
Soitz l'affixe d'un point dé& = z= xt |

D'aprés la question 2f z(39 € et 4r§ z 9 x

iciona(y=1let-Xk x< ) ou( y=- 1et- ¥ x ] .Onadonc deux ensembles
-1<x<1le —m<x< i, l'argument dé A jrx décrit donerf 77; |

(y=1e -1<x<1) = |f(z)=¢€ = eetarg(f (D ],

donc les poins d'affixes z( ) sont sur le celCle celgre O et de rayoe .
(y=-let-1sx<1) = | f(zJ= é= & etarg(f(JD tmr ],

donc les poins d'affixes z( ) sont succkrcleC, de centre O et de rayeih:}
e

SiM (z)J L, le point d'affixef £ ) estsug oG

b) SoitK I'ensemble des points d'affixke x+iy  qui vén'fiH

<1 [-1sx<1 s . .
- = M(X;y) se trouve a lintérieur du carABCD  cotés compris
lyj<s1  [-1sys1

Le méme raisonnement que a)

-1<x<1e —mr< X<, largument dé Z y7x  décrit donef 77; ]

[f(z)=¢, or-1< y< 1= €'< é< &

Le module dé £ ) vérifie don&* <| f 79 ¢

L'ensemble des points d'affikez ( ) est donc la patti plan limitée par les cercl€setC,
de la question précédente. C'est la courone coenpnise ces deux cercles.
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Exercice 8

1) Pour tout couple de nombre complexesz( , ),on:pgée 2)= zZ#~ 7z
@(i,3)=ix3+(H)x3=0

PA+2,-2+i)= (L 2)e 2+ + 20 H F @i2X 2 ¥ @2} 2 3 0
pR+i,-3+2)=2+i )FR2¥ 2+i ¥ 3i2F2 +i)-3-2)+ (2-i )3+ RF-8.

pet,e3)=efxe 3+ ebx e¥= b %+ $= é+ %=- +i=i0.
Montrons que pour tout couple ¢, ) le nomprez 4 , sHréel:
Rappel: un nombre complegeelconque est réel si et seulementr$i =0 = z"2z=0

4
i (—=+
¢ 6

Donc ¢ ,z') est réel si et seulementgsiz ¢ ,—m,: " 0
0(2,2)= 72+ zzet ¢ (2 )= 2% 2 A7 =27 7 'zz
d'ou ¢ (z,z')—m): ZZ " zz~ z'z ~z20. Donconabiep zZ z ') un réel.
2)a) Onposeg=x+iy et = x+'ly ' xy x Yy 'desréels.
P(z2,2)=Z2+7zz=z( x ) % Y+( x W x 1y

= (X+iy)(x'=iy) +(X= iy)( X+ iy)

= XX'= IXY'+ IyX+ yy+ XX+ iXy- iyx yy

|¢(z, Z)=2xx+ 2 yy]

b) SoitD l'ensmble des pointM  d'affixes tels que:z1i,) = 22
En appliquant la relation précédente axecy'= ' 1, ona
F(z1+i)= 22 = X+ 2y= 2/ 2= | x+ y= 2 2.
D est donc la droite d'équation cartésier+ y= 2/ 2.voir Figure.
3)a)Onpose=rd’ e=r¢& § & 'réels, retéels positifs.
z=re’ etz'= r'e"?
#(z,2)= 72+ z2= Bx v €+ Ex re= 1'% €+ "Ex'%%
¢(Z, Z') — rr-[éa—ia‘ + e—i6+i€'] - rr[ é(&—&') +e—i(€—6')]

i6+ {60
Rappel Formule d'Euler: pour tout ré&l , on a: &:gsTe

Donc,¢ z,z")=rr [ % + €@ ]= rrk 2cosg-6 ).

soit |¢ @,z')= 2T 'coff-6)
b) ¢(z,2)= 2rr cog6-6)= 2° pezF X
SoitC l'ersemble des pointgl  d'affixes telsquez A5 ) 2.
#(2)=2< 2 =2< r’=1le r=1=||4= 1= OM=

=

C est donc le cercle trigopnométrique (cer@re  ebmaly.
C etD sont tangent. En effet séit le point d'indetion deC eD .
x+y=+2 {y =J2-x

A(X, y) Vvérifie le systeme:
XX +y =1 X +(R2-x2=1
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L'équation + ¢ 22xJ= 1= - 2 2+ £ 0
V2

Son discriminantesiA = 0, elle admet une seule soluouble:x =

dotiy =+/2- x:\/_z—%:%

Les coordonnées du poiAt s{n\/zé g]

Soitw un vecteur directeur dedaoiteD ,w a pour coordonnées:— ( 1;1).

Montrons que les vecteuBA Wt sont perpendicslaire

V2 2

Calculons le produit scalair@Ai= ey +7 = 0

Donc les vecteur®A & sont perpendice®@DA étant un rayon du cerde
Onendéduitqu€E @& sonttangentten

Figure :
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Exercicen®9 : Les parties A et B sont indépendantes.

PARTIE A
1) Dire que le réel x est solution de (E) signifie que x* — (4 +)x2+ (7 +i)x =4 =0
d’ou X —4x2-ix2+7x +ix—4=0
soit (x3—4x2+7x—4)+i(x—xz):0

X —4x2+7x-4=0
donc
x(l—x)zO
{x3—4x2+7x—4=—4¢0 Ou {x3 —Ax2+Tx—4=1-4+T7-4=0
x=0

x=1

Finalement |le réel 1 est solution de I’équation (E)|.

2) (z-1)(z—-2-2i)az+B)= (22 -2z 2iz—z+2+2i)(az+B) =] 22 +(-3-2i)z+(2+2i)](az+p)
(z-1)(z-2-2i)(az+P)= oz’ +Bzz+OL(—3—2i)22+B(—3—2i)z+a(2+2i)z+[3(2+2i)
(z-1)(z—2-2i)oz+PB)= az’ +[B+a(-3-2i) |22+ | B(-3-2i)+a(2+2i) |z+B(2+2i)

Ecrire que, pour tout nombre complexe z, z° — (4 +1)22+ (7 +i)z—4=(z—1) (z—-2 - 2i)(0z + P)

€quivaut a, pour tout nombre complexe z,
7@+ + (T +iz-4= 0z +[B+a(-3-2i) |22 +[B(-3-2i)+a(2+2i)]z+B(2+2i)

a=1 a=1
. B+a(-3-2i)=—(4+1) B=—4—-i+3+2i=—1+i
ToU 8 3 2i) b a(2420) =7+ done B(-3-2i)=5-i
B(2+2i)=—4 B(2+2i)=—4
a=1
B=-1+i
soit 1B 5_1':(5—1)(—3+21):—15+101+3i+2:—13+13i:_1+1
~3-2i 9+4 13 13
_ _ —2(1-1
B: 4.: 4 = ( 1):—1+i
2+2i 2(1+1) 1+1

1nalement, pour tout nombre complexez, z -4 +1)z2+ (7 +1)z—-4=(z— z—2-21)(z—1+1
Final p b pl @+ + (T+i)z—4 1) (z—2-2i)(z—1+i

3) (E) équivauta (z—1)(z-2-2i)(z—-1+1)=0

L’¢équation (E) a donc trois solutions : le réel 1 et les complexes 2 +2i et 1 — i\
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PARTIE B

—(x
1) .a. M est le point d’affixe z=x + iy, avec x et y réels donc z; =z=x+iy d’ou OM( )
y

1

: ’ S o L i, b S 4 _1_1‘15‘—;X'
M’ est le point d’affixe z” = X’ +iy’, avec X’ et y’ réels donc z =z'=x'tiy' d’ou OM (y}

z'xiz(x'+iy')(x—iy) =x'x—-ix'y+iy'x+yy' soit z'xz :(xx'+ yy')+i(xy'—yx')

W(Xj et O—M'(X'j sont orthogonaux si et seulement si W(Xj . O—M'(X'j =0
y y y y

si et seulement si xx’ +yy’ =0

si et seulement si Re(z'xz)=0

b. ch:(l—i)(2—2i):2—2i—2i—2:—4i ou bxc=(2+2i)(1+i)=2+2i+2i-2=4i
donc Re(ch)ZO ou Re(bxc)=0

d’ot OB et OC sont orthogonaux

soit  OBC est un triangle rectangle en O

2) *|o|=v8=22 donc b= NE(%“%] = 2ﬁ{cos(§j+isin(§ﬂ
(OA;0B) = (u;OB) = arg(b) = %

e s e ol ]
(0C:0%) - (0C:1) - st -

* (@,ﬁ) = (ﬁ,@) donc (OA) est la bissectrice de 1’angle (droit) en O

T :
3) . a. Lenombre complexe dont le module est 1 et dont un argument est —— est —1i

On a donc _d=—ic>c—d=—ic<:>d=c+ic<:>d=c(1+i)<:>d=(1—i)(l+i)
c
donc d=2
b <Y 128 L ocoop
C OoC

*arg(czdj:_gg(ﬁé;ﬁé):—g donc (OC) L (CD)
(OC)L(CD) et (OC)L(OB),

on en déduit que les droites (OB) et (CD) sont paralléles,

Puisque I’on a

* OCDB est donc un trapéze rectangle et isocele en C
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